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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящая работа является продолжением работы [3], где изучались вопросы, ка-

сающиеся связи формы алмаза с максимальным диаметром (радиусом) круглого брилли-

анта, который может быть изготовлен из алмаза. В работе [3] эти вопросы рассматрива-

лись для высококачественных (т.е. наиболее ценных) алмазов. Такой алмаз представляет 

собой восьмигранник, который можно получить из правильного октаэдра (идеального 

кристалла алмаза), смещая плоскости его граней параллельно самим себе. В дальнейшем 

указанные многогранники (и алмазы) будем называть октаэдрическими. 

Чтобы круглый бриллиант можно было изготовить из алмаза, он должен опреде-

лённым образом вкладываться в этот алмаз. Требования, накладываемые на способ вло-

жения, вызваны технологическими ограничениями, обусловленными наличием в кристал-

ле алмаза, так называемых, мягких и жёстких направлений. Вложение круглого бриллиан-

та, удовлетворяющее технологическим ограничениям, назовём допустимым. Пусть >0. 

Круглый бриллиант D назовём -оптимальным для алмаза A, если (а) D допустимо вкла-

дывается в A; (б) вес D отличается не более, чем на , от верхней границы весов круглых 

бриллиантов, допустимо вкладываемых в A.  

В [3] был предложен метод, который, для любого октаэдрического алмаза A и лю-

бого >0, позволяет осуществить следующее: (а) вычислить вес -оптимального для A 

круглого бриллианта; (б) найти допустимое вложение в A -оптимального для этого алма-

за круглого бриллианта. В настоящей работе данный метод распространяется на алмазы 

близкие к октаэдрическим, но не являющиеся таковыми. А именно на алмазы, которые 

можно получить из октаэдрических путём «скругления» (срезания или скалывания) вер-

шин и некоторых рёбер. Будем называть такие алмазы овализованными октаэдрически-

ми алмазами. 

Отметим, что математические аспекты вопросов, связанных с правильной стои-

мостной оценкой и оптимальной обработкой алмазов, мало изучены. Полученные в рабо-

тах [1–4] и в настоящей работе результаты представляют собой первые шаги в этой об-

ширной, весьма интересной и практически важной области. 

Выражаю свою огромную благодарность А.А. Фридману, который стоял у исто-

ков данной проблематики. Без его постоянной помощи и советов ни эта работа, ни работы 

[1–4] никогда не была бы написаны. Выражаю большую благодарность В.П. Гришухину, 

который взял на себя труд прочесть несколько вариантов настоящей работы и каждой из 

работ [1–4]. Его замечания сыграли неоценимую роль при написании этих работ. Выра-

жаю благодарность также М.И. Штогрину за внимательное прочтение и доброжелатель-

ное обсуждение настоящей работы и работ [3, 4]. Без этого обсуждения текст указанных 

работ был бы существенно менее «читаемым».  
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1. ОКТАЭДРИЧЕСКИЕ АЛМАЗЫ И КРУГЛЫЕ БРИЛЛИАНТЫ 

Основная цель этого пункта – сделать возможным прочтение настоящей работы 

без предварительного знакомства с работой [3]. В связи с чем, в данном пункте будут по-

вторены определения тех понятий из [3], которые используются в настоящей работе. Так-

же будут сформулированы те из установленных в [3] свойств этих понятий, которые необ-

ходимы для данной работы (доказательства указанных свойств переносится из [3], есте-

ственно, не будут). Для облегчения чтения разобьём описание требуемых понятий и их 

свойств на 3 шага. 

На 1-м шаге будет сформулировано строгое определение октаэдрического мно-

гогранника. Кроме того будут введены объекты, с помощью которых в настоящей работе, 

вслед за [3], будут задаваться такие многогранники.  

На 2-м шаге будут описаны фигуры, с помощью которых при расчётах принято 

моделировать круглые бриллианты. Назовём эти фигуры круглобриллиантами. На этом 

же шаге будут сформулированы условия, при которых круглобриллиант, вложенный в 

октаэдрический многогранник, можно рассматривать в качестве математической модели 

круглого бриллианта, который можно получить из алмаза, имеющего форму данного мно-

гогранника (эти условия связаны с наличием в алмазах, так называемых, мягких и жёстких 

направлений). Вложения, удовлетворяющие сформулированным условиям, назовём допу-

стимыми. 

На 3-м шаге среди всех пар, состоящих из октаэдрического многогранника и до-

пустимо вложенного в него круглобриллианта, выделим такие, которые назовём тес-

ными моделями. Укажем основные свойства тесных моделей. 

Для наглядности изобразим последовательность перечисленных шагов в виде  

блок-схемы (рис. 1). 
 Шаг 1 Шаг 2 Шаг 3 

Рис. 1 

Приступим к изложению 1-го шага этой блок-схемы. Начнём с того, что свяжем с 

каждым кубом тетраэдры, которые назовём индуцированными данным кубом. 

Определение 1. Скажем, что тетраэдр T индуцирован кубом Q, если на каждой 

грани куба Q лежит ровно одно ребро тетраэдра T, причём ребро тетраэдра, лежащее на 

грани куба, является её диагональю (см. рис. 2, где изображены два тетраэдра, индуциро-

ванные кубом AB*ВА*DC*CD*). ■ 
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Возникает вопрос, насколько однозначно определены компоненты октаэдриче-

ского многогранника. Т.е. могут ли различные октаэдрические пары {M; N} и {K; L} зада-

вать один и тот же октаэдрический многогранник. Ответ на этот вопрос даёт следующая 

теорема, установленная в [3].  

Теорема 1. Пусть P – октаэдрический многогранник. Если октаэдрические пары  

{M; N} и {K; L} таковы, что каждое из пересечений MN и KL совпадает с P, то один из 

правильных тетраэдров, входящих в пару {K; L} совпадает с M, а другой – с N. ■ 

В дальнейшем для задания октаэдрических пар будут использоваться специаль-

ные объекты, которые будут названы н-гранями (от слов нормаль и грань). 

Определение 6. Назовем н-гранью пару {; A


}, где  – плоскость, а A


 – выхо-

дящая из точки этой плоскости её нормаль. Плоскость  делит пространство на два от-

крытых полупространства: Н+А, куда направлен вектор A


, и Н–А, куда этот вектор не 

направлен. Объединение Н–А (т.е. замыкание полупространства Н–А) назовем соб-

ственным полупространством н-грани {; A


}, а объединение Н+А (т.е. замыкание 

полупространства Н+А) – несобственным полупространством этой н-грани. ■ 

Для удобства дальнейших ссылок оформим в виде леммы такое очевидное свой-

ство н-граней. 

Лемма 1. Если {; A


} – н-грань, T – точка плоскости , а Q – точка пространства, 

то Q лежит внутри собственного (соответственно несобственного) полупространства н-

грани {; A


} тогда и только тогда, когда скалярное произведение (TQ


; A


) удовлетворяет 

неравенству (TQ


; A


)<0 (соответственно неравенству (TQ


; A


)>0). ■ 

Из известных свойств углов со взаимно перпендикулярными сторонами вытекает 

ещё одно свойство н-граней. 

Лемма 2. Пересечение собственных полупространств н-граней {; A


} и {; B


} 

является острым (соответственно тупым) двугранным углом тогда и только тогда, когда 

скалярное произведение ( A


; B


) векторов A


 и B


 отрицательно (соответственно положи-

тельно). ■ 

Введём следующие отношения между векторами. 

Определение 7. Векторы A


 и B


 назовем положительно коллинеарными (соот-

ветственно отрицательно коллинеарными), если A


 = c B


, где c > 0 (соответственно  

c < 0). ■ 

Опираясь на эти отношения, определим понятие эквивалентности н-граней. 

Определение 8. Н-грани {; A


} и {; B


} назовем эквивалентными, если плоско-

сти  и  совпадают, а векторы A


 и B


 положительно коллинеарны. ■ 

Очевидно такое утверждение. 

Лемма 3. Собственные (соответственно несобственные) полупространства  

н-граней совпадают тогда и только тогда, когда эти н-грани эквивалентны. ■ 
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Распространим понятие эквивалентности на наборы н-граней. 

Определение 9. Упорядоченные наборы н-граней назовём эквивалентными, если 

эти наборы имеют одинаковую длину и н-грани одного набора эквивалентны стоящим на 

тех же местах н-граням другого набора. Неупорядоченные наборы н-граней назовём экви-

валентными, если их можно упорядочить таким образом, что они превратятся в эквива-

лентные упорядоченные наборы. ■ 

Свяжем с каждым выпуклым многогранным множеством набор н-граней, который 

назовём порождающим набором этого множества. 

Определение 10. Пусть М – многогранное множество, 1N


, 2N


, …, kN


 – внешние 

нормали его граней, а 1, 2, …, к – плоскости, на которых лежат эти грани. Наборы  

н-граней эквивалентные набору {{1; 1N


},{2; 2N


},…,{k; kN


}} назовем порождающи-

ми наборами многогранного множества М. ■ 

Как известно, для задания выпуклого многогранного множества достаточно за-

дать два рода объектов: во-первых, плоскости, содержащие грани множества, а во-вторых, 

внешние нормали граней множества. Пользуясь понятием порождающего набора, прида-

дим этому свойству следующий удобный для дальнейших ссылок вид. 

Лемма 4. Выпуклое многогранное множество является пересечением собствен-

ных полупространств н-граней, образующих порождающий набор этого множества. ■ 

Опираясь на этот факт, будем задавать всякую октаэдрическую пару посредством 

порождающих наборов правильных тетраэдров, составляющих эту пару. 

 

* * * 

Перейдем к изложению 2-го шага блок-схемы, изображённой на рис. 1. В соответ-

ствии с общепринятым подходом круглый бриллиант моделируется в работе посредством 

круглобриллианта – фигуры, которая напоминает юлу и состоит из конуса, цилиндра и 

усеченного конуса (рис. 9, фиг. 1). На фиг. 2 рис. 9 указаны границы линейных и угловых 

параметров круглобриллианта, причём границы линейных параметров указаны в процен-

тах к диаметру входящего в него цилиндра. Входящие в состав круглобриллианта конус, 

цилиндр и усеченный конус принято называть соответственно его шипом, рундистом и 

шапкой. Ось рундиста называется осью круглобриллианта, а центр рундиста – центром 

круглобриллианта. Договоримся считать, что ось круглобриллианта ориентирована по 

направлению от шипа к шапке. Основание рундиста, являющееся одновременно основа-

нием шапки круглобриллианта, назовём верхним основанием рундиста, а его основание, 

являющееся одновременно основанием шипа круглобриллианта, назовём нижним осно-

ванием рундиста. 
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Замечание. Вообще говоря, к одной и той же октаэдрической паре {M; N} могут 

вести несколько разных цепочек вида (1). Однако в [3] установлен следующий факт. Меж-

ду тремя прямыми, задающими направления кристаллографических осей пары {M; N} при 

выборе одной цепочки, и тремя прямыми, задающими направления кристаллографических 

осей этой пары при выборе другой цепочки, можно установить взаимно однозначное со-

ответствие, при котором соответствующие друг другу прямые параллельны или совпада-

ют. Это означает, что определение 12 корректно – задаваемые с помощью этого определе-

ния направления кристаллографических осей октаэдрической пары не зависят от выбора 

ведущей к ней цепочки. ■ 

Определение 13. Пусть {M; N} – октаэдрическая пара, а M* и N* – порождающие 

наборы входящих в эту пару правильных тетраэдров M и N. Вложение круглобриллианта 

(соответственно цилиндра) в пару {M; N}, назовём допустимым, если выполняются два 

условия. Во-первых, круглобриллиант (соответственно цилиндр) принадлежит пересече-

нию собственных полупространств н-граней, входящих в объединение M*  N*. Во-

вторых, ось круглобриллианта (соответственно цилиндра) составляет с какой-либо из кри-

сталлографических осей пары {M; N} угол, не превосходящий 15  (т.е. 12). ■ 

Замечание. Согласно лемме 4, первое условие из этого определения означает, что 

круглобриллиант (соответственно цилиндр) принадлежит пересечению тетраэдров M  

и N. ■ 

То, что одновременно с допустимыми вложениями круглобриллиантов вводятся 

допустимые вложения цилиндров, связано со следующим обстоятельством: рундист круг-

лобриллианта представляет собой цилиндр, причём согласно сказанному в [2] и [3], имеет 

место такой факт. 

Теорема 2. Для того, чтобы круглобриллиант был допустимо вложен в октаэдри-

ческую пару необходимо и достаточно, чтобы в эту пару был допустимо вложен рундист 

круглобриллианта. ■ 

Данная теорема позволяет при моделировании вопросов, связанных с вложениями 

круглых бриллиантов в октаэдрические алмазы, перейти от допустимых вложений круг-

лобриллиантов в октаэдрические пары к допустимым вложениям в такие пары цилиндров, 

т.е. существенно более простых фигур. 

 

* * * 

Приступим к изложению 3-го шага блок-схемы, изображённой на рис. 1. С каж-

дым множеством точек свяжем н-грани, которые назовём опорными н-гранями этого 

множества. 

Определение 14. Назовем н-грань {; A


} опорной н-гранью множества точек M, 

если: (а) M принадлежит собственному полупространству н-грани {; A


}; (б) на плоско-

сти  имеются точки из M. ■ 



14 

Замечание. Отметим связь понятия опорной н-грани с широко известным поня-

тием опорной плоскости. Ясно, что если {; A


} – опорная н-грань множества M, то  – 

опорная плоскость этого множества. Обратное, вообще говоря, неверно, так как M может 

лежать по любую сторону от своей опорной плоскости , т.е. может принадлежать несоб-

ственному полупространству н-грани {; A


}. ■ 

Опираясь на понятие опорной н-грани, придадим удобную для дальнейшего ис-

пользования формулировку следующему известному факту, обычно формулируемому в 

терминах опорных плоскостей. 

Свойство 1. Если M – замкнутое ограниченное множество, а A


 – ненулевой век-

тор, то существует ровно одна плоскость  такая, что пара {; B


}, где векторы A


 и B


 

положительно коллинеарны, является опорной н-гранью множества M. При этом в случае, 

когда M содержится в замыкании собственного полупространства какой-либо н-грани  

{; E


}, где E


 положительно коллинеарен A


, плоскость  содержится в замыкании несоб-

ственного полупространства н-грани {; B


}. ■ 

Как известно, линейные преобразования с ненулевым детерминантом сохраняют 

отношение принадлежности к множеству. Объединяя это обстоятельство со свойством 1, 

можно установить такой факт. 

Лемма 5. Если M – замкнутое ограниченное множество, {; A


} – его опорная  

н-грань, а f – евклидово преобразование, то: (а) {f(); f( A


)} – опорная н-грань множества 

f(M); (б) всякая опорная н-грань {; B


} множества f(M), в которой B


 положительно кол-

линеарен f( A


), эквивалентна {f(); f( A


)}. ■ 

Введём специальное отношение между наборами н-граней, которое назовём па-

раллельным вложением. 

Определение 15. Скажем, что набор н-граней A параллельно вложен в набор  

н-граней B, если для каждой н-грани {; V


} из A в B найдётся н-грань {; W


} такая, что: 

(а) вектор V


 положительно коллинеарен вектору W


; (б) плоскость  принадлежит соб-

ственному полупространству н-грани {; W


}. ■ 

Замечание. Обратим внимание, что условия, накладываемые в этом определении 

на н-грань {; W


}, эквивалентны условию, состоящему в том, что собственное полупро-

странство н-грани {; W


} содержит собственное полупространство н-грани {; V


}. ■ 

Распространим отношение параллельного вложения на октаэдрические пары. 

Определение 16. Скажем, что октаэдрическая пара {M; N} параллельно вложена 

в октаэдрическую пару {K; L}, если порождающий набор тетраэдра M параллельно вло-

жен в порождающий набор одного из тетраэдров K и L, а порождающий набор тетраэдра N 

параллельно вложен в порождающий набор другого из тетраэдров K и L. ■ 

Пусть круглобриллиант D допустимо вложен в октаэдрическую пару {K; L}. 

Пользуясь свойством 1, заменим каждую н-грань {; V


} из порождающих наборов тетра-
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эдров K и L на опорную н-грань {*; *V


} круглобриллианта D, где вектор *V


 положи-

тельно коллинеарен вектору V


 (т.е параллельно сдвинем н-грань {; V


} внутрь её соб-

ственного полупространства до того момента, когда плоскость  коснётся круглобрилли-

анта D). Получим новую октаэдрическую пару {M; N}, обладающую тремя свойствами. 

Во-первых, {M; N} параллельно вложена в {K; L}; во-вторых, круглобриллиант D допу-

стимо вложен в {M; N}; а в-третьих, каждая н-грань из порождающих наборов тетраэдров 

M и N является опорной н-гранью круглобриллианта D. Комбинации круглобриллианта с 

октаэдрической парой, которая обладает последними двумя свойствами, присвоим специ-

альное наименование.  

Определение 17. Комбинацию D; A круглобриллианта D с октаэдрической парой 

A = {M; N}, назовём тесной моделью, если: (а) D допустимо вложен в пару A; (б) каждая  

н-грань из порождающих наборов тетраэдров M и N является опорной н-гранью D. ■ 

Отметим следующее полезное свойство тесных моделей, установленное в [2]. 

Теорема 3. Если D; A – тесная модель, то пересечение тетраэдров, составляю-

щих октаэдрическую пару A, представляет собой октаэдрический многогранник (т.е. эти 

тетраэдры являются компонентами октаэдрического многогранника). ■ 

Из рассуждения, предшествующего определению тесной модели, вытекает, что 

имеет место такой факт. 

Теорема 4. Круглобриллиант D допустимо вкладывается в октаэдрическую пару 

A тогда и только тогда, когда имеется тесная модель D; B, удовлетворяющая условию: 

октаэдрическая пара B параллельно вкладывается в октаэдрическую пару A. ■  

Данная теорема позволяет при моделировании вопросов, связанных с вложениями 

круглых бриллиантов в октаэдрические алмазы перейти от рассмотрения допустимых 

вложений круглобриллиантов в октаэдрические пары к рассмотрению параллельных вло-

жений октаэдрических пар из тесных моделей в произвольные октаэдрические пары. Пе-

ред тем, как объяснять смысл такого перехода, обратим внимание на следующий факт, 

установленный в [3]. 

Теорема 5. Пусть {T1; T2} – октаэдрическая пара. Тогда: (а) пересечение T1T2 

имеет непустую внутренность; (б) порождающие наборы Q1 и Q2 тетраэдров T1 и T2 можно 

так взаимно-однозначно сопоставить друг другу, что векторы 1N


 и 2N


 из сопоставлен-

ных друг другу н-граней {1; 1N


}  Q1 и {2; 2N


}  Q2 будут отрицательно коллинеар-

ны. ■ 

Пользуясь этой теоремой, свяжем с каждой октаэдрической парой шестимерный 

вектор, который назовём профилем данной пары. 

Определение 18. Пусть {T1; T2} – октаэдрическая пара, а {{1,1; 1,1N


}, …,  

{1,4; 1,4N


}} и {{2,1; 2,1N


}, …, {2,4; 2,4N


}} – порождающие наборы правильных тетра-

эдров T1 и T2, выписанные таким образом, что вектор 1, jN


 отрицательно коллинеарен век-
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тору 2, jN


, j = 1, …, 4. Назовём профилем октаэдрической пары {T1; T2} 6-мерный вектор 

(d1; …; d4; h1; h2), где d1, …, d4 – выписанные в порядке неубывания расстояния между 

плоскостями 1,j и 2,j, j = 1, …, 4, а h1 и h2 – выписанные в порядке неубывания высоты 

правильных тетраэдров T1 и T2. ■ 

Замечание. Заметим, что профиль октаэдрической пары не меняется при зеркаль-

ном отражении. Поэтому профиль характеризует октаэдрическую пару не однозначно, а с 

точностью до зеркального отражения. ■ 

Согласно определению 5 октаэдрический многогранник является восьмигранни-

ком. Исходя из этого, можно установить такое свойство профилей октаэдрических пар. 

Лемма 6. Пусть {T1; T2} – октаэдрическая пара, а (d1; …; d4; h1; h2) – её профиль. 

Если пересечение T1  T2 представляет собой октаэдрический многогранник, то d1 < h1. ■ 

В [1] установлена следующая теорема. 

Теорема 6. Пусть A = {K; L} и B = {M; N} – октаэдрические пары, а (a1; …, a4; k; l) 

и (b1; …; b4; m; n) – их профили. Рассмотрим зеркальное отражение B* пары B. Для того 

чтобы хотя бы одна из пар B или B* параллельно вкладывалась в пару A, необходимо и до-

статочно выполнения неравенств 

b1 ≤ a1, …, b4 ≤ a4,   m ≤ k,   n ≤ l. ■ 

Не слишком сложно понять, что зеркальное отражение переводит тесную модель 

в тесную модель, причём круглобриллиант из отражённой модели равен круглобриллиан-

ту из исходной. Совместно с теоремами 4 и 6 это сводит вопрос о возможности допусти-

мого вложения круглобриллианта в октаэдрическую пару к сравнению линейных пара-

метров этой октаэдрической пары с линейными параметрами октаэдрических пар из тес-

ных моделей. Данное обстоятельство является одной из причин, вследствие которых вы-

годно перейти от рассмотрения допустимых вложений круглых бриллиантов в октаэдри-

ческие пары к рассмотрению параллельных вложений октаэдрических пар из тесных мо-

делей в произвольные октаэдрические пары. Ещё одна причина связана со следующим 

утверждением, установленным в [3].  

Теорема 7. Чтобы комбинация D; A круглобриллианта D с октаэдрической па-

рой A = {M; N}, являлась тесной моделью необходимо и достаточно выполнения двух 

условий: (а) рундист круглобриллианта D допустимо вложен в пару A; (б) каждая н-грань 

из порождающих наборов тетраэдров M и N является опорной н-гранью рундиста кругло-

бриллианта D. ■ 

Данная теорема позволяет при вычислении линейных параметров октаэдрических 

пар из тесных моделей перейти от использования круглобриллиантов к использованию 

цилиндров, т.е. к использованию существенно более простых фигур, что, в свою очередь, 

позволяет построить относительно простой алгоритм вычисления линейных параметров 

октаэдрических пар из тесных моделей (см. [3]). 
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2. ОВАЛИЗОВАННЫЕ ОКТАЭДРИЧЕСКИЕ АЛМАЗЫ 

Цель настоящей работы – распространение методов, предложенных в [3] для 

множества октаэдрических алмазов, на более широкое множество алмазов. Алмазы, со-

ставляющие это более широкое множество, назовём овализованными октаэдрическими 

алмазами. Такие алмазы можно получить из октаэдрических путём «скругления» (среза-

ния или скалывания) вершин и некоторых рёбер. Чтобы облегчить чтение, разобьём стро-

гое описание овализованных октаэдрических алмазов на два шага. 

На первом шаге введём понятие двугранного угла октаэдрической пары На втором 

шаге дадим определение овализованных октаэдрических алмазов. Для наглядности изоб-

разим последовательность указанных шагов в виде блок-схемы (рис. 10). 
 Шаг 1 Шаг 2 

Рис. 10 

Приступим к изложению первого шага данной блок-схемы. Обратим внимание на 

такую лемму, вытекающую из теоремы 5. 

Лемма 7. Если {T1; T2} – октаэдрическая пара, то порождающие наборы U1 и U2 

тетраэдров T1 и T2 удовлетворяют трём условиям: (а) в U1  U2 нет двух н-граней, содер-

жащих одну и ту же плоскость; (б) в U1  U2 нет двух н-граней, содержащих положитель-

но коллинеарные векторы, (в) плоскость из н-грани, входящей в один из наборов U1 или 

U2, пересекается с плоскостями ровно из трёх н-граней, входящих в другой из наборов U1 

или U2. ■ 

Как известно, пересечение выпуклых фигур – выпукло. Совместно с первым 

утверждением леммы 7 это обосновывает следующее утверждение. 

Лемма 8. Если {T1; T2} – октаэдрическая пара, а U – объединение порождающих 

наборов тетраэдров T1 и T2, то T1T2 представляет собой невырожденный выпуклый мно-

гогранник, для каждой грани которого в U имеется ровно одна н-грань, плоскость которой 

содержит эту грань. ■ 

Чуть более сложно устанавливается такая лемма. 

Лемма 9. Если {T1; T2} – октаэдрическая пара, а U – объединение порождающих 

наборов тетраэдров T1 и T2, то в U нет трёх н-граней, плоскости из которых пересекаются 

по одной прямой. 

Доказательство. Допустим противное. Пусть в U имеются н-грани {1; 1N


},  

{2; 2N


}, {3; 3N


} такие, что плоскости 1, 2 и 3 пересекаются по прямой l. Ввиду 

первого утверждения теоремы 5 тетраэдры T1 и T2 невырожденные. Но пересечением трёх 

плоскостей, содержащих три грани невырожденного тетраэдра, является не прямая, а точ-

Двугранные углы 
октаэдрических 

пар 

Овализованные 
октаэдрические 

алмазы 
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ка. Это позволяет без нарушения общности считать, что {1; 1N


} и {2; 2N


} принадлежат 

порождающему набору тетраэдра T1, а {3; 3N


} – порождающему набору тетраэдра T2. 

Но любое ребро тетраэдра пересекается со всеми его гранями. Следовательно, прямая l 

пересекается со всеми гранями тетраэдра T1. Совместно с первым утверждением леммы 7 

это означает, что вектор 3N


 не может быть коллинеарен (положительно или отрицатель-

но) никакому вектору, входящему в порождающий набор тетраэдра T1. Но это противоре-

чит второму утверждению теоремы 5. ■ 

Совместно с первыми двумя утверждениями леммы 7 данная лемма обосновывает 

корректность следующего определения. 

Определение 19. Пусть {M; N} – октаэдрическая пара, а UM и UN – порождающие 

наборы тетраэдров M и N. Двугранный угол  назовём двугранным углом пары {M; N}, 

если в UM  UN имеются н-грани {; V


} и {; W


}, пересечением собственных полупро-

странств которых является  (т.е. если в UM  UN имеются н-грани {; V


} и {; W


}, об-

разующие порождающий набор угла ). Двугранный угол  пары {T1; T2} назовём унар-

ным, если {; V


} и {; W


} принадлежат одному и тому же из наборов UM и UN. Двугран-

ный угол  пары {T1; T2} назовём бинарным, если {; V


} принадлежит одному из набо-

ров UM и UN, а {; W


} – другому. ■ 

Из последнего утверждения леммы 7 вытекает такая оценка количества двугран-

ных углов октаэдрической пары. 

Лемма 10. У любой октаэдрической пары имеется ровно 12 унарных двугранных 

углов и ровно 12 бинарных двугранных углов. ■ 

Из леммы 9 вытекает ещё одно свойство двугранных углов октаэдрических пар. 

Лемма 11. Среди двугранных углов октаэдрической пары {T1; T2} нет таких, рёб-

ра которых совпадают. ■ 

Объединяя эту лемму с леммой 8, получаем следующее утверждение. 

Лемма 12. Если {T1; T2} – октаэдрическая пара, то любое ребро многогранника 

T1T2 лежит на ребре ровно одного из двугранных углов пары {T1; T2}. ■ 

Замечание. Обратное, вообще говоря, неверно. Среди двугранных углов октаэд-

рической пары {T1; T2} могут быть такие, рёбра которых не содержат рёбер многогранни-

ка T1T2. Так если T1 и T2 являются тетраэдрами, индуцированными одним и тем же ку-

бом, то все ребра правильного октаэдра T1T2 лежат на рёбрах бинарных углов пары 

{T1; T2} (см. рис. 3 – рис. 5). ■ 

Отметим также свойство вершин многогранника, являющегося пересечением тет-

раэдров, образующих октаэдрическую пару 

Лемма 13. Если {T1; T2} – октаэдрическая пара, то для любой вершины B много-

гранника T1T2 среди унарных двугранных углов пары {T1; T2} найдется, хотя бы один, 

ребру которого принадлежит B. 
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Доказательство. Пусть U1 и U2 – порождающие наборы тетраэдров T1 и T2. Так 

как B – вершина многогранника T1T2, то B – общая точка, по крайней мере, трёх граней 

G1, G2, G3 этого многогранника. В силу леммы 8 в U1  U2 однозначно выделяются три  

н-грани {1; 1N


}, {2; 2N


} и {3; 3N


}, плоскости из которых содержат соответственно 

G1, G2 и G3. Но, по крайней мере, две из этих н-граней должны принадлежать одному и 

тому же из наборов U1 и U2, что даёт доказываемую лемму. ■ 

В дальнейшем при рассмотрении двугранных углов октаэдрических пар, входя-

щих в тесные модели, будет использоваться такая упрощённая терминология.  

Определение 20. Двугранные углы октаэдрической пары B, входящей в тесную 

модель D; B, будем для краткости называть двугранными углами модели D; B. ■ 

 

* * * 

Перейдём к изложению второго шага блок-схемы, изображённой на рис. 10. 

Начнём с того, что свяжем с каждым двугранным углом плоскость, которую назовём сто-

лешницей данного двугранного угла. 

Определение 21. Рассмотрим двугранный угол , порождающий набор которого 

состоит из н-граней {; V


} и {; W


}. Назовем н-грань {; A


} столешницей угла , если 

выполняются два условия: во-первых, плоскость  пересекается с углом , а во-вторых, 

вектор A


 положительно коллинеарен вектору N


= | |V V
 

 + | |W W
 

. ■ 

Можно показать, что столешницы двугранных углов обладают такими свойствами. 

Лемма 14. Если {; A


} – столешница двугранного угла , то: (а) плоскость , 

либо содержит ребро угла , либо параллельна его ребру, (б) плоскость  перпендикуляр-

на биссектральной полуплоскости угла  (т.е. полуплоскости, которая принадлежит уг-

лу , ограничена ребром этого угла и обладает тем свойством, что каждая её точка равно-

удалена от обеих граней угла). ■ 

Первое утверждение леммы 14 позволяет задать на столешницах двугранных уг-

лов числовую функцию. 

Определение 22. Назовём глубиной столешницы {; A


} двугранного угла  рас-

стояние от ребра этого угла до плоскости . ■ 

Можно показать, что имеет место следующее утверждение. 

Лемма 15. Собственное полупространство столешницы {; A


} двугранного уг-

ла  содержит этот угол тогда и только тогда, когда глубина столешницы равна нулю. ■ 

Сопоставляя эту лемму со свойством 1, получаем ещё один факт, касающийся 

столешниц двугранных углов. 

Лемма 16. Если M – замкнутое ограниченное множество, а  – содержащий это 

множество двугранный угол, то существуют столешницы угла , являющиеся опорными 

н-гранями множества M. При этом все такие столешницы представляют собой эквива-

лентные друг другу н-грани. ■ 
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Теорема 9. Если {A; B} – октаэдрическая пара, а {A*; B*} – её -обрезание,  >0, то 

многогранник A*  B* не содержит (а) ни одной вершины многогранника A  B; (б) ни од-

ного из тех рёбер многогранника A  B, которым инцидентны грани, образующие острый 

двугранный угол. ■ 

Пользуясь теоремой 8, введём понятие -овализованного октаэдрического много-

гранника. 

Определение 26. Пусть {A; B} – октаэдрическая пара, а {A*; B*} – её -обрезание. 
Рассмотрим многогранник A  B и вложенный в него многогранник A*  B*. Фигуру F 

назовём -овализованным октаэдрическим многогранником,  >0, если выполняются два 

условия: (а) A  B представляет собой октаэдрический многогранник; (б) F удовлетворяет 

включениям A*  B*  F  A  B. Пары {A; B} и {A*; B*} назовём внутренним и внеш-

ним каркасами овализованного октаэдрического многогранника F. ■ 

В дальнейшем будут использоваться также следующие понятия. 

Определение 27. Скажем, что круглобриллиант D допустимо вложен в  

-овализованный октаэдрический многогранник F,  >0, если (а) D  F; (б) F допустимо 

вложен во внешний каркас многогранника F. ■ 

Оставшаяся часть работы посвящена установлению следующего факта. 

Теорема 10. Если круглобриллиант D является -оптимальным для внешнего кар-

каса -овализованного октаэдрического многогранника F,  > 0, то существует допустимое 

вложение V круглобриллианта D в этот внешний каркас, при котором D вложен в F. 

Замечание 1. Найти вложение V можно, например, с помощью алгоритма, изло-

женного в [3]. ■ 

Замечание 2. Заметим, что теорема 8 является следствием теоремы 10, поэтому 

доказав теорему 10, тем самым обоснуем теорему 8. ■ 

Данная теорема показывает, что изложенный в [3] алгоритм, предназначенный 

для октаэдрических многогранников, может использоваться также для овализованных ок-

таэдрических многогранников.  

Объединяя теоремы 8 и 10, получаем важный для практики факт.  

Теорема 11. Дефекты октаэдрического алмаза, расположенные вблизи его вершин 

и вблизи тех его рёбер, которым инцидентны грани, образующие острый двугранный 

угол, не снижают веса максимального круглого бриллианта, который может быть получен 

из алмаза, т.е. фактически не снижают стоимости алмаза. ■ 

Обратим внимание на следующий недостаток теоремы 10: для того. чтобы выяс-

нить, является ли имеющийся кристалл алмаза -овализованным, необходимо сначала 

найти радиус -оптимального круглобриллианта внешнего каркаса этого алмаза. Преодо-

леть указанный недостаток помогает одна  особенность изложенного в [3] алгоритма. 

Теорема 12. Пусть {A; B} – октаэдрическая пара, а (d1; …; d4; h1; h2) –её профиль. 

Радиус любого круглобриллианта, вложение которого в пару {A; B} может выдать изло-

женный в [3] алгоритм, является не меньшим, чем  1 1min 1,4887; 2,9774d h .  
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В связи с этой теоремой договоримся о следующей терминологии.  

Определение 28. Пусть {A; B} – октаэдрическая пара, (d1; …; d4; h1; h2) –её про-

филь, а g – число, определяемое по формуле g = 0,2  1 1min 1,4887; 2,9774d h . Рассмот-

рим g-обрезания A* и B* тетраэдров A и B. Назовём пару {A*; B*} минорным обрезанием 

октаэдрической пары {A; B}. ■ 

Определение 29. Пусть {A; B} – октаэдрическая пара, а {A*; B*} – её минорное  

-обрезание. Рассмотрим многогранник A  B и вложенный в него многогранник A*  B*. 

Фигуру F назовём минорно овализованным октаэдрическим многогранником, если вы-

полняются два условия: (а) A  B представляет собой октаэдрический многогранник; (б) F 

удовлетворяет включениям A*  B*  F  A  B. Пары {A; B} и {A*; B*} назовём внут-

ренним и внешним каркасами минорно овализованного октаэдрического многогранни-

ка F. ■ 

Из теоремы 12 вытекает, что любой минорно овализованный октаэдрический 

многогранник является -овализованным октаэдрическим многогранником,  > 0. Это поз-

воляет избавиться от указанного выше недостатка теоремы 10, заменив её на более удоб-

ное утверждение. 

Теорема 13. Если круглобриллиант D является -оптимальным для внешнего кар-

каса минорно овализованного октаэдрического многогранника F,  > 0, то существует до-

пустимое вложение D в этот внешний каркас, при котором D вложен в F, причём найти 

такое вложение можно с помощью алгоритма, изложенного в [3]. ■ 
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Замечание. Чтобы придать данным леммам наглядность, рассмотрим для приме-

ра грань ADC тетраэдра ABDC индуцированного кубом AB*ВА*DC*CD* (рис. 15). Эта 

грань отсекает от куба вершину C*. При этом направляющий вектор луча OC* положи-

тельно коллинеарен вектору *EC


, являющемуся внешней нормалью грани ADC. ■ 

Сопоставляя данные леммы с определением направлений кристаллографических 

осей октаэдрической пары (определение 12) получаем такое утверждение. 

Лемма 25. Пусть {M; N} – октаэдрическая пара, в которой тетраэдры M и N, ин-

дуцированы одним и тем же кубом. Рассмотрим декартову систему координат OXYZ, оси 

которой можно принять в качестве прямых, задающих направления кристаллографиче-

ских осей пары {M; N}. Если XE


, YE


 и ZE


 – единичные направляющие векторы осей си-

стемы координат OXYZ, то векторы, входящие в н-грани порождающего набора одного из 

тетраэдров M и N, положительно коллинеарны векторам 

X Y ZE E E 
  

,   X Y ZE E E 
  

,   X Y ZE E E  
  

,   X Y ZE E E  
  

, 

а векторы, входящие в н-грани порождающего набора другого из тетраэдров M и N, поло-

жительно коллинеарны векторам 

X Y ZE E E 
  

,   X Y ZE E E 
  

,   X Y ZE E E  
  

,   X Y ZE E E  
  

. ■ 

Как известно, при параллельных сдвигах углы не изменяются. Совместно с опре-

делением октаэдрической пары это даёт следующее обобщение данной леммы. 

Лемма 26. Пусть {M; N} – произвольная октаэдрическая пара (т.е. пара, в которой 

тетраэдры M и N не обязательно индуцированы одним и тем же кубом). Рассмотрим де-

картову систему координат OXYZ, оси которой можно принять в качестве прямых, задаю-

щих направления кристаллографических осей пары {M; N}. Если XE


, YE


 и ZE


 – единич-

ные направляющие векторы осей системы координат OXYZ, то векторы, входящие в н-

грани порождающего набора одного из тетраэдров M и N, положительно коллинеарны 

векторам 

X Y ZE E E 
  

,   X Y ZE E E 
  

,   X Y ZE E E  
  

,   X Y ZE E E  
  

, 

а векторы, входящие в н-грани порождающего набора другого из тетраэдров M и 

N, положительно коллинеарны векторам 

X Y ZE E E 
  

,   X Y ZE E E 
  

,   X Y ZE E E  
  

,   X Y ZE E E  
  

. ■ 

Свяжем с каждой тесной моделью правую декартову систему координат, которую 

назовём кристаллографической. 

Определение 30. Правоориентированную декартову систему координат OXYZ 

назовём кристаллографической системой координат тесной модели D; A, если  

(а) начало O системы координат OXYZ совпадает с центром рундиста круглобриллианта 

D; (б) оси системы координат OXYZ можно принять в качестве прямых, задающих направ-

ления кристаллографических осей октаэдрической пары A; (в) направляющий вектор оси 

круглобриллианта D (напомним, что эта ось считается ориентированной по направлению 



от шипа к

угол, не пр

И

Т

стоит из т

кристалло

н-грани по

векторам 

E


а векторы

жительно 



В 

обещано п

повторим 

Л

T2, то двуг

гранника 

гранях уна

нарного уг

Д

и каждой 

мой лемм

которых п

леммы. ■ 

 

П

к шапке) со

ревосходящ

Из леммы 26

еорема 14

тетраэдров 

ографическ

орождающ

X Y ZE E E 
  

, входящие

коллинеар

X YE E E 
  

конце пун

привести п

её формул

Лемма 22. Е

гранный уг

T1  T2, уд

арного угл

гла пары {A

оказатель

пары векто

мы. Вычисл

принадлеж

Перейдём к 

оставляет с 

щий /15 (т

6 вытекает 

. Пусть D

M и N. Есл

кой системы

щего набора

Z


,   XE E
 

е в н-грани

рны вектора

ZE


,   XE 


нкта 2 был

позже. При

лировку). 

Если {T1; T

гол , обра

довлетворя

ла пары {A;

A; B}.  

ство. Вычи

оров из (3)

лив скаляр

жит (2), а д

изложению

направляю

т.е. 12). ■
такое свой

D; A – тесн

ли XE


, YE


ы координ

а одного и

Y ZE E
 

,   

и порождаю

ам 

Y ZE E 
 

,  

ла сформу

иведём док

T2} – октаэ

азуемый ин

яет условия

 B}; (б)  я

ислив скал

), получаем

ные произ

другой – (3

ю второго ш

27 

ющим вект

йство крист

ная модель


 и ZE


 – ед

нат OXYZ м

из тетраэдр

X YE E E  
  

ющего набо

 X YE E 
 

улирована

казательств

эдрическая 

нцидентным

ям: (а)  яв

является ту

лярное прои

м в силу ле

зведения п

3), получа

* * * 

шага блок-

Рис. 16 

тором оси O

таллографи

ь, в которой

диничные н

модели D; 

ов M и N, 

ZE


,   XE 


ора другого

ZE


,   XE 


лемма 22, 

во этой лем

пара, а V –

ми этому р

вляется ост

упым, если

изведение к

еммы 2 пер

ар неколли

ем второе 

схемы, изо

OZ системы

ических сис

й октаэдри

направляю

A, то век

положител

Y ZE E 
 

, 

о из тетраэ

Y ZE E 
 

. 

обоснован

ммы (для у

– ребро мн

ебру граня

трым, если

 G1 и G2 ле

каждой пар

рвое утверж

инеарных в

утвержден

ображённой

 

ы координа

стем коорд

ическая пар

ющие векто

кторы, вход

льно колли

эдров M и N

■ 

ние которо

удобства ч

ногогранни

ями G1 и G2

и G1 и G2 л

ежат на гра

ры векторо

ждение док

векторов, 

ние доказы

й на рис. 14

ат OXYZ 

динат. 

ра A со-

ры осей 

дящие в  

инеарны 

(2) 

N, поло-

(3) 

ой было 

читателя 

ика T1  

2 много-

лежат на 

анях би-

ов из (2) 

казывае-

один из 

ываемой 

4. 



28 

Определение 31. Пусть D; A – тесная модель, а OXYZ – её кристаллографиче-

ская система координат. Рассмотрим декартову систему координат OXPYPZP, которая по-

лучится из системы OXYZ в результате её поворота вокруг оси OZ на угол /4 против хода 

часовой стрелки, если смотреть по направлению оси OZ (рис. 16). Назовём систему коор-

динат OXPYPZP паллиативной системой координат тесной модели D; A. ■ 

Очевидна следующая лемма. 

Лемма 27. Если XE


, YE


, ZE


 – единичные направляющие векторы осей кристал-

лографической системы координат OXYZ тесной модели D; A, а P
XE


, P
YE


, P
ZE


 – единич-

ные направляющие векторы осей её паллиативной системы координат OXPYPZP, то  

XE


 =   2P P
X YE E
 

,   YE


 =   2P P
X YE E 
 

,    ZE


 = P
ZE


. ■ 

Сопоставляя данную лемму с теоремой 14, получаем такой факт. 

Теорема 15. Пусть D; A – тесная модель, в которой октаэдрическая пара A со-

стоит из тетраэдров M и N. Если P
XE


, P
YE


, P
ZE


 – единичные направляющие векторы осей 

паллиативной системы координат модели D; A, то векторы, входящие в н-грани порож-

дающего набора одного из тетраэдров M и N, положительно коллинеарны векторам 

2  P
YE


+ P
ZE


,   2  P
XE


– P
ZE


,   – 2  P
YE


+ P
ZE


,   – 2  P
XE


– P
ZE


, (4) 

а векторы, входящие в н-грани порождающего набора другого из тетраэдров M и N, поло-

жительно коллинеарны векторам 

– 2  P
YE


– P
ZE


,   – 2  P
XE


+ P
ZE


,   2  P
YE


– P
ZE


,   2  P
XE


+ P
ZE


. ■ (5) 

Договоримся о следующей терминологии, связанной с тесными моделями. 

Определение 32. Пусть D; A – тесная модель, P
XE


, P
YE


, P
ZE


 – единичные 

направляющие векторы осей её паллиативной системы координат OXPYPZ, а S – шар ради-

уса 1 с центром в точке O. При выполнении условий 

 = 0, 1,      = 0, 1,      = 1,      = 0,       , 

вектор, выражаемый с помощью формулы  

O + 
2

3
P
XE  


 + 
2

3
P
YE 


 +
1

3
P
ZE  


, 

назовём внешним вектором модели D; A и обозначим, как , ,  


. Выделим в шаре S се-

чения b1 и b–1, центры C1 и C–1 которых задаются по правилу C = O + 
1

3
P
ZE


,  = 1 . 

Назовём сечения b1 и b–1 верхним и нижним упорами модели D; A. ■ 

Замечание. Выбор терминологии оправдывается двумя идущими ниже леммами. ■ 

Лемма 28. Пусть D; A – тесная модель, а P
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ZE


 – единичные направля-

ющие векторы осей её паллиативной системы координат OXPYPZP. Тогда: (а) внешние век-
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Лемма 30. Пусть D; A – тесная модель, OXPYPZP – её паллиативная система ко-

ординат, а b1 и b–1 – верхний и нижний упоры данной модели. Тогда (а) упоры b и b–, а 

также внешние векторы , ,  


 и , ,  


 модели D; A симметричны относительно нача-

ла O системы координат OXPYPZP,  = 0, 1;  = 0, 1;  = 0;   ;  = 1; (б) упоры b и 

b–, а также внешние векторы , ,  


 и , ,  


 модели D; A симметричны относительно 

плоскости OXPYP,  = 0, 1;  = 0, 1;  = 0;   ;  = 1. ■ 

Обратим внимание также на следующее утверждение, касающееся н-граней из 

порождающих наборов тетраэдров, составляющих октаэдрическую пару какой-либо тес-

ной модели. 

Лемма 31. Пусть D; A – тесная модель, в которой октаэдрическая пара A состоит 

из тетраэдров M и N, а P
XE


, P
YE


, P
ZE


 – единичные направляющие векторы осей паллиа-

тивной системы координат этой модели. Если {; B


} – н-грань из объединения порожда-

ющих наборов тетраэдров M и N, а , ,  


 – тот внешний вектор модели D; A, которому 

положительно коллинеарен вектор B


, то угол  между векторами B


 и  P
ZE


 удовлетворя-

ет неравенствам 54,73422 ≤  ≤ 54,73493,  =  1.   

Доказательство. Из определения внешних векторов вытекает что скалярное  

произведение векторов , ,  


 и  P
ZE


 равно 1 3 . Ввиду следствия из леммы 29 

это означает:  = arccos  1 3 . Данный факт даёт доказываемую лемму. ■ 

Сопоставляя первое утверждение леммы 30 с определением столешницы угла и 

следствием из леммы 28, получаем важный факт, касающийся столешниц двугранных уг-

лов тесных моделей.  

Лемма 32. Пусть D; A – тесная модель, а V


 – направляющий вектор оси кругло-

бриллианта D. Предположим, что {{; B


}, {; G


}} – порождающий набор двугранного 

угла  тесной модели D; A, а {; L


} – столешница этого угла. Выделим внешние векто-

ры , ,  


 и , ,  


 модели D; A, которым положительно коллинеарны векторы B


 и G


. 

Тогда у модели D; A найдётся ровно один двугранный угол *, в порождающем наборе 

{{*; *B


}, {*; *G


}} которого векторы *B


 и *G


 положительно коллинеарны векторам 

, ,  


 и , ,  


. При этом любая столешница {*; *L


} двугранного угла * удовле-

творяет условиям: (а) вектор *L


 положительно коллинеарен вектору L


; (б) угол между 

векторами *L


 и V


 равен углу между векторами L


 и V


. ■ 

Опираясь на теорему 15 и лемму 28, введём классификацию унарных двугранных 

углов тесных моделей.  
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двугранных углов, а второе – двухопорных унарных двугранных углов. Оба свойства до-

статочно просто вытекают из теоремы 15 и леммы 28. 

Лемма 33. Если {{; B


}, {; G


}} – порождающий набор одноупорного унарного 

двугранного угла  тесной модели D; A, то выполняется одно из следующих утвержде-

ний: (а) векторы B


 и G


 положительно коллинеарны соответственно внешним векторам 

0, , 


 и 0, , 


 модели D; A,  =  1; (б) векторы B


 и G


 положительно коллинеарны со-

ответственно внешним векторам ,0, 


 и ,0, 


 модели D; A,  =  1. ■ 

Замечание. Заметим, что в каждом утверждении этой леммы углы, соответству-

ющие  = + 1 и  = – 1, симметричны относительно центра круглобриллианта D. ■ 

Лемма 34. Если {{; B


}, {; G


}} – порождающий набор двухупорного унарного 

двугранного угла  тесной модели D; A, то выполняется одно из следующих утвержде-

ний: (а) векторы B


 и G


 положительно коллинеарны соответственно внешним векторам 

,0, 


 и 0, , 


 модели D; A,  =  1; (б) векторы B


 и G


 положительно коллинеарны со-

ответственно внешним векторам ,0, 


 и 0, , 


 модели D; A,  =  1; (в) векторы B


 и 

G


 положительно коллинеарны соответственно внешним векторам 0, , 


 и ,0, 


 моде-

ли D; A,  =  1; (г) векторы B


 и G


 положительно коллинеарны соответственно внеш-

ним векторам ,0, 


 и 0, , 


 модели D; A,  =  1. ■ 

Замечание. Заметим, что в каждом утверждении этой леммы углы, соответству-

ющие  = + 1 и  = – 1, симметричны относительно центра круглобриллианта D. ■ 

Пользуясь леммами 33 и 34, установим два свойства столешниц унарных дву-

гранных углов тесных моделей. Первое свойство будет касаться столешниц одноупорных 

унарных двугранных углов, а второе – столешниц двухупорных унарных двугранных уг-

лов. 

Лемма 35. Пусть D; A – тесная модель, b1 и b–1 – её верхний и нижний упоры, а 

P
XE


, P
YE


, P
ZE


 – единичные направляющие векторы осей паллиативной системы координат 

OXPYPZP данной модели. Предположим, что {{; B


}, {; G


}} – порождающий набор од-

ноупорного унарного двугранного угла  тесной модели D; A, а {; L


} – столешница 

этого двугранного угла. Если концы внешних векторов модели D; A, которым положи-

тельно коллинеарны векторы B


 и G


 лежат на упоре b, то косинус угла между L


 и  P
ZE


 

равен ,  =  1. 

Доказательство. В соответствии с определением столешницы L


 положительно 

коллинеарен вектору | | | |B B G G
   

. Сопоставляя это с леммой 33 и определением внеш-

них векторов, видим, что L


 положительно коллинеарен вектору   2 3  P
ZE


, что даёт 

доказываемую лемму. ■ 
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Следствие. Если в условиях леммы 38 выполняются ограничения 0 ≤ v ≤ 90,  

0 ≤ k ≤ 90, то угол  между векторами OB


 и OV


 удовлетворяет неравенствам  

|k – v | ≤  ≤ |k + v |. ■ 

Из этого следствия очевидным образом вытекает такой факт. 

Лемма 39. Если в условиях леммы 38 выполняются соотношения 0 ≤ v ≤ 12, 

54,732 ≤ k ≤ 54,7392, то угол  между векторами OB


 и OV


 удовлетворяет неравенствам 

/2 >  > 42. 
Доказательство. Из условия данного следствия вытекает, что sinvsink ≥ 0, 

cosvcosk ≥ 0. Согласно лемме 38 это означает, что cos(v + k) ≤ cos ≤ cos(v – k). От-

сюда следуют требуемые неравенства. ■ 

Рассмотрим тесную модель D; A и её паллиативную систему координат 

OXPYPZP. Из леммы 27 и определения кристаллографической системы координат тесной 

модели вытекает, что угол между осью круглобриллианта D и осью OZP системы коорди-

нат OXPYPZP не превосходит 12. Сопоставляя это обстоятельство со следствием из теоре-

мы 15 и следствием 5 из леммы 38, получаем такой факт. 

Теорема 16. Пусть D; A – тесная модель, в которой октаэдрическая пара A со-

стоит из тетраэдров M и N. Предположим, что U


 – направляющий вектор оси кругло-

бриллианта D, а V


 – вектор, входящий в н-грань из объединения порождающих наборов 

тетраэдров M и N. Если проекция V


 на ось аппликат (ось OZ) паллиативной системы ко-

ординат модели D; A положительно (соответственно отрицательно) коллинеарна направ-

ляющему вектору этой оси, то угол , который V


 составляет с U


, удовлетворяет неравен-

ствам 42,732≤  < 90 (соответственно неравенствам 137,2608 ≤ k < 180). ■ 

Так как проектирование на плоскость является линейным преобразованием, оно 

обладает следующим свойством. 

Свойство 2. Если вектор A


 связан с векторами 1B


, …, nB


 линейным соотноше-

нием, т.е. A


 = 1 1 n nb B b B   
 

 , то проекция *A


 вектора A


 на какую-либо плоскость 

связана с проекциями *
1B


, …, *
nB


 векторов 1B


, …, nB


 на эту плоскость таким же линей-

ным соотношением, т.е. *A


 = * *
1 1 n nb B b B   
 

 . ■ 

Совместно со следствием из леммы 28, леммой 29, первым утверждением леммы 

30, леммой 37 и определением столешницы двугранного угла данное свойство обосновы-

вает такие четыре утверждения  

Лемма 40. Пусть D; A – тесная модель, {{; B


}, {; G


}} – порождающий набор 

двугранного угла  этой модели D; A, а {; L


} – столешница данного двугранного угла. 

Если векторы B


 и G


 положительно коллинеарны внешним векторам 0,1,1


 и 1,0,1


 (со-
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ответственно внешним векторам 0,1, 1


 и 1,0, 1 


) модели D; A то угол отворота вектора 

L


 равен 45 (соответственно –135). ■ 

Лемма 41. Пусть D; A – тесная модель, {{; B


}, {; G


}} – порождающий набор 

двугранного угла  этой модели D; A, а {; L


} – столешница данного двугранного угла. 

Если векторы B


 и G


 положительно коллинеарны внешним векторам 1,0,1


 и 0, 1,1


 (со-

ответственно внешним векторам 1,0, 1 


 и 0, 1, 1 


) модели D; A то угол отворота вектора 

L


 равен 135 (соответственно –45). ■ 

Лемма 42. Пусть D; A – тесная модель, {{; B


}, {; G


}} – порождающий набор 

двугранного угла  этой модели D; A, а {; L


} – столешница данного двугранного угла. 

Если векторы B


 и G


 положительно коллинеарны внешним векторам 0, 1,1


 и 1,0,1


 (со-

ответственно внешним векторам 0, 1, 1 


 и 1,0, 1


) модели D; A то угол отворота вектора 

L


 равен –135 (соответственно 45). ■ 

Лемма 43. Пусть D; A – тесная модель, {{; B


}, {; G


}} – порождающий набор 

двугранного угла  этой модели D; A, а {; L


} – столешница данного двугранного угла. 

Если векторы B


 и G


 положительно коллинеарны внешним векторам 1,0,1


 и 0,1,1


 (соот-

ветственно внешним векторам 1,0, 1


 и 0,1, 1


) модели D; A то угол отворота вектора L


 

равен –45 (соответственно 135). ■ 

Используя углы нутации и отворота векторов, введём одноимённые углы для тес-

ных моделей. 

Определение 35. Пусть D; A – тесная модель, OXPYPZP – её паллиативная систе-

ма координат, а E


 – выходящий из начала O этой системы координат направляющий век-

тор оси круглобриллианта D. Углы нутации и отворота вектора E


 договоримся называть 

также углами нутации и отворота модели D; A. ■ 

Замечание. Из определения допустимого вложения круглобриллианта в октаэд-

рическую пару (определение 13) и определения тесной модели (определение 17) вытекает, 

что угол нутации тесной модели не превосходит 12. ■ 

 

* * * 

Опираясь на понятие угла отворота тесной модели, свяжем с каждой тесной моде-

лью декартову систему координат, которую назовём бриллиантовой. 

Определение 36. Пусть D; A – тесная модель, а OXPYPZP – её паллиативная си-

стема координат. Выделим на плоскости OXPYP вектор *OV


, который образует с положи-

тельной частью оси OYP угол равный углу  отворота модели D; A. Бриллиантовой си-

стемой координат модели D; A назовём правую декартову систему координат OXDYDZD, 
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Обратим внимание ещё на три факта, вытекающих из леммы 44. 

Лемма 45. Пусть OXPYPZP и OXDYDZD – паллиативная и бриллиантовая системы 

координат тесной модели D; A, а  – угол нутации этой модели. Если px и py длины про-

екций единичных направляющих векторов осей OXP и OYP на плоскость OXDYD, то  

1 ≥ |px| ≥ cos   и   1 ≥ |py| ≥ cos. 

Доказательство. Неравенства 1 ≥ |px| и 1 ≥ |py| следуют из того, что длина проек-

ции вектора не может быть больше длины вектора. Очевидно, что  

(1 – cos2sin2) ≥ cos2, (1 – sin2sin2) ≥ cos2. 

Из этих неравенств и леммы 44 вытекает, что для обоснования доказываемой 

леммы достаточно показать, что  

(sin2 + cos2cos2) = (1 – cos2sin2),  (cos2 + sin2cos2) = (1 – sin2sin2). 

Первое равенство следует из цепочки соотношений  

(sin2+cos2cos2) = (1–cos2+cos2cos2) = [1–cos2(1–cos2)] = (1–cos2sin2), 

а второе – из цепочки соотношений 

(cos2+sin2cos2) = (1–sin2+sin2cos2) = [1–sin2(1 – cos2)] = (1–sin2sin2). ■ 

Лемма 46. Пусть OXPYPZP и OXDYDZD – паллиативная и бриллиантовая системы 

координат тесной модели D; A, а  – угол нутации этой модели. Если px, py и pz длины 

проекций единичных направляющих векторов осей OXP, OYP и OZP на плоскость OXDYD, 

то  min ;x yp p  ≥ 4pz. 

Доказательство. Сопоставляя следствие из леммы 44 и лемму 45 с тем, что угол 

нутации тесной модели не превосходит 12 (см. замечание к определению 35), получаем: 

 min ;x yp p  ≥ cos12 ≥ 0,978, pz ≤ sin12 ≤ 0,208, что даёт требуемое утверждение. ■ 

Лемма 47. Пусть OXPYPZP и OXDYDZD – паллиативная и бриллиантовая системы 

координат тесной модели D; A. Предположим, что XE


 и YE


 – единичные направляю-

щие векторы осей OXP и OYP системы координат OXPYPZP, а XV


 и YV


 – проекции векторов 

XE


 и YE


 на плоскость OXDYD системы координат OXDYDZD. Тогда при любых  = 1,  = 

1 угол , между векторами  XV


 и  YV


 удовлетворяет неравенствам 91,2945 ≥ , ≥  
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Сопоставляя формулы (6) и (7) с тем, что согласно определению тесной модели 

(определение 17) и определению допустимого вложения круглобриллианта в октаэдрче-

скую пару  ≤ 12, получаем:  

|( XV


;  YV


)| ≤ 0,5(0,2079117)2 ≤ 0,021614, 

| XV


|| YV


| =    ; ;X X Y YV V V V       
   

 ≥ cos2 ≥ 0,95677. 

Ввиду этих неравенств  

|cos,| = 
 ;X Y

X Y

V V

V V

  

    

 

   ≤ 
0,021614

0,95677
 ≤ 0,022591, 

откуда следует доказываемая лемма. ■ 
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Сопоставляя данные равенства со вторым из соотношений (12) получаем, что  

|OM*| < |OM|.  (18) 

Применяя теорему косинусов к треугольникам MOB и M*OB*, имеем 

|MB|2 = |OM|2 + |OB|2 – 2|OM||OB|cos(MOB), 

|M*B*|2 = |OM*|2 + |OB*|2 – 2|OM*||OB*|cos(M*OB*). 

Совместно с (18), (17) и третьим из соотношений (16) эти равенства показывают, 

что cos(MOB) > cos(M*OB*), откуда следует, что MOB < M*OB*, ч.т.д. ■ 

Заметим, что две последние леммы позволяют оценить только знак изменения уг-

ла между медианой и биссектрисой треугольника при изменении этого треугольника. 

Предпоследняя лемма оценивает указанный знак при изменении отношения длин сторон 

треугольника, а последняя лемма оценивает данный знак при изменении угла треугольни-

ка. Способ, позволяющий вычислять значения угла между медианой и биссектрисой тре-

угольника, даёт следующая лемма. 

Лемма 52. Пусть угол между выходящими из точки O векторами OA


 и OD


 равен 

. Предположим, что OM


= медиана треугольника AOD, а OB


 – биссектриса этого тре-

угольника. Если | | | |OD OA
 

 = , то косинус угла между векторами OM


 и OB


 равен  

2

1 cos 1

2 1 2 cos

   


    
. 

Доказательство. Т.к. в условии доказываемой леммы фигурируют только углы и 

отношения длин, без нарушения общности можно считать, что  
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|.  (19) 
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Из лемм 29 и 47 следует, что угол между 1 1,0,1F P


 и 1 0,1, 1F P 


 не меньше 88,7055 и 

не больше 91,2945, а из леммы 53 вытекает, что (F1P1,0,1O + F–1P0,1,–1O) ≤ 17,28886. 

Совместно с (25) и (26) это даёт первое утверждение доказываемой леммы. 

Перейдём к обоснованию её второго утверждения. Из лемм 29, 45, следствия из 

леммы 44 и неравенства треугольника вытекает, что  

2
cos

3
  –

1

3
sin ≤  1,0,1 0,1, 1min | |;| |OP OP   ≤  1,0,1 0,1, 1max | |;| |OP OP   ≤ 

≤ 
2

3
+

1

3
sin, 

Эти соотношения показывают, что отношение бóльшей из величин |OP1,0,1| и 

|OP0,1,–1| к меньшей из этих величин не превосходит величины 

   2 sin12 2 cos12 sin12     . Объединяя данный факт с леммами 50, 51, 52 и уже 

установленным первым утверждением доказываемой леммы видим, что для обоснования 

её второго утверждения достаточно показать, что при некоторых  и , удовлетворяющих 

условиям 

 ≥ 
2 sin12

2 cos12 sin12






  ,    ≤ cos(108,58336),  (27) 

выполняется неравенство 

2

1 1

2 1 2

   


     
 ≥ 0,9761.  (28) 

Путём прямых вычислений можно показать: 

2 sin12

2 cos12 sin12






   ≤ 1,3801,   cos(108,58336) ≥ – 0.3186841.  (29) 

Ввиду этого в соотношениях (27) и  (28) можно положить  

 = 1,3801,    = – 0,3186841.  (30) 

Вычисления показывают, что при таких значениях  и  выполняются соотноше-

ния 

1  ( + 1) ≤ 1,964558, 2  2 1 2       ≥ 2,012482, 

из которых следует (28). ■ 

Лемма 55. Рассмотрим тесную модель D; A, углы нутации и отворота которой 

равны  и . Пусть b1 и b–1 – верхний и нижний упоры модели D; A, а F1 и F–1 – проекции 

центров этих упоров на плоскость OXY бриллиантовой системы координат OXYZ данной 

модели. Обозначим проекцию конца внешнего вектора , ,  


 модели D; A на плоскость 
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установленным первым утверждением доказываемой леммы видим, что для обоснования 

её второго утверждения достаточно показать, что при некоторых  и , удовлетворяющих 

условиям 

 ≥ 
2 sin12

2 cos12 sin12






  ,    ≤ cos(91.2945), (35) 

выполняется неравенство 

2

1 1

2 1 2

   


     
 ≥ 0,9761.  (36) 

Путём прямых вычислений можно показать 

2 sin12

2 cos12 sin12






   ≤ 1,3801,   cos(99.93893) ≥ – 0,1726. (37) 

Ввиду этого в соотношениях (35) и (36) можно положить 

 = 1,3801,    = – 0,1726.  (38) 

Вычисления показывают, что при таких значениях  и  выполняются соотноше-

ния 

1  ( + 1) ≤ 2,16498,   2  2 1 2       ≥ 2,203749, 

из которых следует (36). ■ 

Лемма 56. Рассмотрим тесную модель D; A, углы нутации и отворота которой 

равны  и . Пусть b1 и b–1 – верхний и нижний упоры модели D; A, а F1 и F–1 – проекции 

центров этих упоров на плоскость OXY бриллиантовой системы координат OXYZ данной 

модели. Обозначим проекцию конца внешнего вектора , ,  


 модели D; A на плоскость 

OXY, как P,,, = 0, 1;  = 0, 1;  = 0;   ;  = 1. Если 

0 ≤  ≤ 12,   0 ≤  ≤ 45,  (39) 

то (а) 71,41664 ≤ P–,0,OP0,–,– ≤ 91,2945,  = 1; (б) косинус угла  между выходящи-

ми из O медианой и биссектрисой треугольника P–,0,OP0,–,– больше или равен 0,9824,  

 = 1. 

Доказательство. Ввиду леммы 30 можно ограничиться рассмотрением случая 

 = 1 (рис. 31). Заметим, что  

угол между 1 1,0,1F P


 и 1 0, 1, 1F P  


 равен 180 – (P–1,0,1F1O + P0,–1,–1F–1O).  (40) 

Заметим также, что 

P–1,0,1OP0,–1,–1 = 180 – (P–1,0,1OF–1 + P0,–1,–1OF1). (41) 

Так как P–1,0,1OF–1 и P0,–1,–1OF1 являются внешними углами треугольников  

OP–1,01F1 и OP0,–1,–1F–1, то 
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2
cos

3
  –

1

3
sin ≤  1,0,1 0,1, 1min | |;| |OP OP  ≤  1,0,1 0,1, 1max | |;| |OP OP   ≤ 

≤ 
2

3
+

1

3
sin. 

Эти соотношения показывают, что отношение бóльшей из величин |OP–1,0,1| и 

|OP0,–1,1| к меньшей из этих величин не превосходит величины 

   2 sin12 2 cos12 sin12     . Объединяя данный факт с леммами 50, 51, 52 и уже 

установленным первым утверждением доказываемой леммы видим, что для обоснования 

её второго утверждения достаточно показать, что при некоторых  и , удовлетворяющих 

условиям 

 ≥ 
2 sin12

2 cos12 sin12






  ,    ≤ cos(99,93893), 

выполняется неравенство 

2

1 1

2 1 2

   


     
 ≥ 0,9824. 

Из (37) вытекает, что в качестве таких  и  можно взять  и , удовлетворяющие 

(38). Это означает, что второе утверждение доказываемой леммы является следствием 

второго утверждения леммы 55. ■ 
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5. ЭТАЛОННЫЕ МОДЕЛИ И ИХ СИММЕТРИЗАЦИИ 

Пусть F – множество унарных двугранных углов тесной модели D; A, октаэдриче-
ская пара A из которой имеет вид A = {M; N}. Свяжем с каждым углом  из F совокупность 

Q тех столешниц этого угла, собственное полупространство которых содержит кругло-

бриллиант D. В силу леммы 16 при любом  из F в Q имеется столешница {; B


}, пред-

ставляющая собой опорную н-грань круглобриллианта D. Глубину столешницы {; B


} 

назовём максиглубиной унарного двугранного угла . 

Согласно теореме 7 все н-грани из порождающих наборов тетраэдров M и N яв-

ляются опорными н-гранями рундиста круглобриллианта D. Со столешницами двугран-

ных углов из F дело обстоит несколько иначе. D. Ниже покажем, что в F имеется два дву-

гранных угла  и , обладающих следующим свойством. Если столешницы {; B


} и 

{; B


} углов  и , являются опорными н-гранями круглобриллианта D, то одна из этих 

столешниц касается круглобриллианта в точке его шипа, а другая – в точке его шапки. 

Вследствие этого при вычислении максиглубины двугранных углов из F нельзя действо-

вать так же, как при вычислении профиля октаэдрической пары A, т.е. ограничиться рас-

смотрением только рундиста круглобриллианта D. Для двух углов необходимо, учитывать 

положение и параметры шапки и шипа круглобриллианта D.  

Чтобы уменьшить количество параметров, которые необходимо учитывать, по-

ступим следующим образом: заменим круглобриллиант D на содержащую его фигуру V, 

зависящую от меньшего количества параметров. Исходя из формы круглобриллианта и 

границ значений её параметров (см. рис. 9) возьмём в качестве V комбинацию рундиста 

круглобриллианта D и двух конусов (рис. 33). Назовём V веретеном круглобриллианта D, 

а вошедший в V рундист круглобриллианта D – рундистом данного веретена. При этом 

верхнее (соответственно нижнее) основание рундиста круглобриллианта D назовём верх-

ним (соответственно нижним) основанием рундиста веретена V. Тот из конусов, входя-

щих в веретено V, основанием которого является верхнее (соответственно нижнее) осно-
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лешницы {*; *L


} угла * будет связана с её глубиной d относительно угла  соотноше-

нием d* ≤ d. ■ 

Лемма 70. Пусть замкнутое ограниченное множество M принадлежит двугранно-

му углу , порождающий набор которого состоит из н-граней {; B


} и {; G


}. Если {; 

L


} – столешница угла , являющаяся опорной н-гранью множества M, а f – параллельный 

сдвиг, то {f(); f( B


)}, {f(); f(G


)} и {f(); f( L


)} – опорные н-грани множества f(M). При 

этом {f(); f( B


)} и {f(); f(G


)} составляют порождающий набор двугранного угла f(), а  

{f(); f( L


)} является столешницей данного двугранного угла. ■ 

Объединяя леммы 68, 69 и 70 установим такую теорему. 

Теорема 18. Пусть прямой круговой цилиндр C принадлежит двугранному уг-

лу , порождающий набор которого состоит из опорных н-граней {; B


} и {; G


} данно-

го цилиндра. Рассмотрим столешницу {; L


} угла , являющуюся опорной н-гранью ци-

линдра C. Предположим, что a – сечение цилиндра C параллельное его основаниям, а * – 

двугранный угол, порождающий набор которого состоит из опорных н-граней  

{*; *B


} и {*; *G


} сечения a, причём *B


 и *G


 положительно коллинеарны B


 и G


. Если 

столешница {*; *L


} угла * является опорной н-гранью сечения a, причём *L


 и L


 поло-

жительно коллинеарны, то глубина столешницы {*; *L


} угла * не превосходит глубины 

столешницы {; L


} угла . 

Доказательство. Согласно следствию из леммы 68 столешница {; L


} является 

опорной н-гранью одного из оснований цилиндра C. Пусть 

{; L


} опорная н-грань основания u.   (47) 

В силу свойства 1 можно рассмотреть опорные н-грани {u; uB


} и {u; uG


} осно-

вания u, где uB


 и uG


 положительно коллинеарны B


 и G


. Обозначим двугранный угол, 

порождающий набор которого состоит из этих н-граней. как u. Пользуясь леммой 16, вы-

делим столешницу {u; uL


} угла u, являющуюся опорной н-гранью этого угла. Из лем-

мы 69 вытекает:  

{u; uL


} столешница угла ,   (48) 

причём глубина du столешницы {u; uL


} угла u связана с её глубиной d относительно уг-

ла  соотношением  

du ≤ d.  (49) 

Из (47) и свойства 1 следует, что  

{u; uL


} и {; L


} эквивалентны.  (50) 
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Так как C – прямой круговой цилиндр, имеется параллельный сдвиг f, переводя-

щий основание u в сечение a. Объединяя это с леммами 17, 70 и условиями (48), (49), (50), 

получаем доказываемую теорему. ■ 

В дальнейшем эта теорема будет использоваться вместе со следующей леммой. 

Лемма 71. Пусть a – сечение прямого кругового цилиндра C, параллельное его 

основанию, а {; B


} – опорная н-грань этого цилиндра. Предположим, что в опорной  

н-грани {*; *B


} сечения a вектор *B


 положительно коллинеарен вектору B


. Тогда вся-

кая точка P*, где плоскость * касается сечения a, является проекцией на это сечение точ-

ки P, где плоскость  касается цилиндра C. 

Доказательство. Достаточно объединить леммы 68 и 5 с тем, что сечение a полу-

чается из основания цилиндра посредством параллельного сдвига вдоль оси цилиндра. ■ 

 

* * * 

Приступим к изложению второго шага блок-схемы, изображённой на рис. 34. Со-

поставляя указанные на рис. 9 возможные значения угловых параметров круглобриллиан-

тов с леммами 66, 68 и теоремой 16, получаем такое свойство тесных моделей. 

Теорема 19. Пусть D; A – тесная модель, в которой октаэдрическая пара A со-

стоит из тетраэдров M и N. Предположим, что {; B


} – н-грань из объединения порожда-

ющих наборов тетраэдров M и N. Если проекция B


 на ось аппликат паллиативной систе-

мы координат модели D; A положительно (соответственно отрицательно) коллинеарна 

направляющему вектору этой оси, то {; B


} является опорной н-гранью верхнего (соот-

ветственно нижнего) основания рундиста круглобриллианта D. ■ 

Ввиду лемм 28 и 29 эту теорему можно переформулировать следующим образом. 

Теорема 20. Пусть D; A – тесная модель, в которой октаэдрическая пара A со-

стоит из тетраэдров M и N. Предположим, что {; B


} – н-грань из объединения порожда-

ющих наборов тетраэдров M и N. Рассмотрим тот внешний вектор , ,  


 модели D; A, 

которому положительно коллинеарен вектор B


. Если конец вектора , ,  


 принадлежит 

верхнему (соответственно нижнему) упору модели D; A, то {; B


} является опорной  

н-гранью верхнего (соответственно нижнего) основания рундиста круглобриллианта D, 

причём плоскость  пересекается с круглобриллиантом D в одной единственной точке, 

принадлежащей этому основанию. ■ 

Заметим, что рундист круглобриллианта из тесной модели симметричен относи-

тельно начала паллиативной системы координат этой модели. Объединяя это с теоремой 

20 и леммами 28, 30 и 5, можно показать, что октаэдрическая пара из тесной модели в ка-

ком-то смысле также симметрична относительно начала паллиативной системы коорди-

нат. 
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Лемма 72. Пусть D; A – тесная модель, в которой октаэдрическая пара A состоит 

из тетраэдров M и N. Если в н-гранях {; B


} и {; G


} из порождающих наборов тетраэд-

ров M и N векторы B


 и G


 положительно коллинеарны внешним векторам , ,  


 и 

, ,  


 модели D; A, то плоскости  и  симметричны относительно начала паллиатив-

ной системы координат модели D; A,  = 0, 1;  = 0, 1;  = 0;   ;  = 1. ■ 

Напомним, что ось круглобриллианта считается ориентированной по направле-

нию от шипа к шапке. В связи с этим, для удобства дальнейших ссылок, оформим в виде 

леммы такое свойство веретен круглобриллиантов, вытекающее из их определения. 

Лемма 73. Ось круглобриллианта являются ориентированной осью его веретена. ■ 

Сопоставляя эту лемму с указанными на рис. 33 угловыми параметрами веретён 

круглобриллиантов, а также с леммами 66, 68, теоремой 16 и леммами 28, 29 можно полу-

чить следующие два утверждения (второе из которых является для симметризаций тесных 

моделей аналогом теоремы 20, касающейся тесных моделей). 

Теорема 21. Пусть D; A – тесная модель, в которой октаэдрическая пара A со-

стоит из тетраэдров M и N. Если V; A – симметризация модели D; A, то V принадлежит 

собственному полупространству любой н-грани {; B


} из объединения порождающих 

наборов тетраэдров M и N. ■ 

Теорема 22. Пусть D; A – тесная модель, в которой октаэдрическая пара A со-

стоит из тетраэдров M и N, а V; A – симметризация этой модели. Предположим, что 

{; B


} – н-грань из объединения порождающих наборов тетраэдров M и N. Рассмотрим 

тот внешний вектор , ,  


 модели D; A, которому положительно коллинеарен вектор B


. 

Если конец вектора , ,  


 принадлежит верхнему (соответственно нижнему) упору моде-

ли D; A, то {; B


} является опорной н-гранью верхнего (соответственно нижнего) осно-

вания рундиста веретена V, причём плоскость  пересекается с веретеном V в одной един-

ственной точке, принадлежащей этому основанию. ■ 

Сопоставляя эту теорему с леммой 15 и свойством 1 можно получить такой ана-

лог леммы 16. 

Лемма 74. Пусть D; A – тесная модель, а V; A – её симметризация. Если  – 

двугранный угол модели D; W, то существуют столешницы угла , являющиеся опор-

ными н-гранями веретена V. При этом все такие столешницы представляют собой эквива-

лентные друг другу н-грани. ■ 

Заметим, что веретено из симметризации тесной модели симметрично относи-

тельно начала паллиативной системы координат этой модели. Совместно с леммами 5, 32, 

72 и это позволяет получить такое утверждение о симметричности тех столешниц дву-

гранных углов тесной модели, которые являются опорными н-гранями веретена из сим-

метризации модели. 
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Теорема 23. Пусть D; A – тесная модель, а V; A – её симметризация. Предпо-

ложим, что {{; B


}, {; G


}} и {{*; *B


}, {*; *G


}} – порождающие наборы двугранных 

углов  и * модели D; A, а {; L


} и {*; *L


} – столешницы этих двугранных углов, яв-

ляющиеся опорными н-гранями веретена V. Если векторы B


 и G


 положительно коллине-

арны внешним векторам , ,  


 и , ,  


 модели D; A, а векторы *B


 и *G


 положительно 

коллинеарны внешним векторам , ,  


 и , ,  


 этой модели, то (а) векторы *L


 и L


 

отрицательно коллинеарны; (б) плоскости  и * симметричны относительно начала пал-

лиативной системы координат модели D; A; (в) глубина столешницы {; L


} равна глу-

бине столешницы {*; *L


}. ■ 

 

* * * 

Приступим к изложению третьего шага блок-схемы, изображённой на рис. 34. 

Определение 37. Тесную модель D; A назовём эталонной моделью, если:  

(а) рундист круглобриллианта D вписан в шар радиуса 1; (б) угол отворота модели D; A 
не превосходит /4. ■ 

В [3] установлена такая теорема. 

Теорема 24. Для любой тесной модели D; A, имеется эталонная модель D*; A* 
такая, что либо саму эту эталонную модель, либо её зеркальное отражение можно преоб-

разованием подобия перевести в модель равную модели D; A. ■ 

Совместно с теоремой 6 данная теорема показывает, что имеет место следующий 

факт. 

Теорема 25. Пусть Q – октаэдрическая пара, а (q1; …; q4; t1; t2) – её профиль. Свя-

жем с каждой эталонной моделью D; A величину Q, определяемую по формуле 

Q(D; A) = 1 4 1 2

1 4 1 2

min ;...; ; ;
q q t t

a a h h

 
 
 

,  

где (a1; …; a4; h1; h2) – профиль октаэдрической пары A из модели D; A. Тогда для 

нахождения максимального круглобриллианта, который допустимо вкладывается в Q, до-

статочно найти эталонную модель D*; A*, на которой Q достигает максимума. При этом 

максимальный круглобриллиант, допустимо вкладываемый в Q, будет равен  результату 

применения к круглобриллианту D* гомотетии с коэффициентом Q(D*; A*). ■ 

Замечание. Так как класс эталонных моделей существенно ýже класса тесных 

моделей, а главное, легче обозрим, данная теорема сильно облегчает задачу поиска мак-

симального круглобриллианта, допустимо вкладываемого в какую-либо октаэдрическую 

пару. ■ 

Отметим вытекающую из Теоремы Пифагора оценку радиусов и высот рундистов 

круглобриллиантов из эталонных моделей.  
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Лемма 75. Рундист круглобриллианта калибра q вписан в шар S радиуса 1 тогда и 

только тогда, когда радиус рундиста равен 21 1 q , а расстояния от центра O шара S до 

оснований рундиста равны 21q q . ■ 

Из теорем 21 и 22 вытекает следующее обстоятельство. Если V; A – симметриза-

ция эталонной модели D; A, где октаэдрическая пара A состоит из тетраэдров M и N, то 

всякая н-грань {; B


}, входящая в порождающие наборы тетраэдров M и N, является 

опорной гранью веретена V, причём плоскость  касается этого веретена в одной един-

ственной точке, принадлежащей основанию его рундиста. Объединяя леммы 28 и 29 с 

леммой 62 и определением эталонных моделей опишем точки касания оснований веретена 

V с плоскостями из н-граней, входящих в порождающие наборы тетраэдров M и N. 

Теорема 26. Рассмотрим эталонную модель D; W, где октаэдрическая пара W 

состоит из тетраэдров M и N, а также симметризацию V; W этой модели. Пусть u1 и u–1 – 

верхнее и нижнее основания рундиста веретена V, а A1 и A–1 – центры данных оснований. 

Выделим проекции T1 и T–1 на основания u1 и u–1 центров C1 и C–1 верхнего и нижнего 

упоров b1 и b–1 модели D; W. Предположим, что B,,, конец внешнего вектора , ,  


 

модели D; A, а {,,; , ,G  


} – та н-грань из порождающих наборов тетраэдров M и N, 

вектор , ,G  


 из которой положительно коллинеарен вектору , ,  


,  = 0, 1;  = 0, 1; 

 = 0;   ;  = 1. Если Н,, – проекция точки B,, на основание u, то точка пересе-

чения луча AН,, с границей круга u является той единственной точкой, в которой 

плоскость ,, касается веретена V,  = 0, 1;  = 0, 1;  = 0;   ;  = 1. ■ 

Замечание. Для наглядности покажем на рис. 43 те объекты из условия данной 

теоремы, которые лежат в верхней половине шара, описанного около рундиста веретена V 

(то, что можно не загромождать рисунок и ограничиться изображением только объектов 

из верхней половины шара вытекает из лемм 30 и 72). Такими объектами будут: (а) упор 

b1 модели D; A и основание u1 рундиста веретена V; (б) точки A1, C1 и T1; (в) точки B,,1 и 

Н ,,1,  = 0, 1;  = 0, 1;  = 0;   ; (г) лучи A1Н,,1 и точки пересечения этих лучей с 

границей круга u (данные точки на рис. 43 выделены, но никак не обозначены)  = 0, 1; 

 = 0, 1;  = 0;   . ■ 

В дальнейшем потребуются также следующая лемма о векторах из столешниц 

двугранных углов эталонных моделей. 
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Лемма 80. Пусть D; W – тесная модель, а V; W – её симметризация. Рассмот-

рим одноупорный унарный двугранный угол  модели D; W, порождающий набор кото-

рого состоит из н-граней {*; *A


} и {*; *B


}. Выделим столешницу {; L


} угла , явля-

ющуюся опорной н-гранью веретена V. Если концы внешних векторов модели D; W, ко-

торым положительно коллинеарны A


 и B


, принадлежат верхнему (соответственно ниж-

нему) упору модели D; W, то плоскость  касается веретена V только в вершине верхнего 

(соответственно нижнего) конуса этого веретена. ■ 

Напомним, что основная цель настоящего шага блок-схемы, изображённой на  

рис. 34– это оценка срезаемости разгороженных одноупорных двугранных углов эталон-

ных моделей. Эту оценку даёт следующая теорема. 

Теорема 28. Пусть D; W – эталонная модель, а V; W – её симметризация. Если 

 – одноупорный унарный двугранный угол модели D; W, то срезаемость угла  больше 

или равна 0,22449. 

Доказательство. Исходя из указанных на рис. 33 возможных значений парамет-

ров веретена круглобриллианта и леммы 75 можно вычислить, что расстояние r от центра 

рундиста веретена V до вершины его конуса удовлетворяет неравенству 

r ≤ 0,95051.  (51) 

Пусть {; L


} – та столешница двугранного угла , плоскость  из которой содер-

жит ребро этого угла. Так как D; W – эталонная модель углы  и  её нутации и отворота 

удовлетворяют неравенствам 0 ≤  ≤ 12, 0 ≤  ≤ 45. При этом согласно рис. 9 калибр q 

круглобриллианта D удовлетворяет ограничениям 0,01 ≤ q ≤ 0,05. Объединяя это с теоре-

мой 27 и леммой 79, прямыми вычислениями можно показать, что расстояние R от центра 

рундиста веретена V до плоскости  удовлетворяет ограничениям R ≥ 1,175. Совместно с 

леммами 77, 80 и (51) это даёт доказываемую теорему. ■ 
 

* * * 

Перейдём к изложению пятого шага блок-схемы, изображённой на рис. 34. Из 

теоремы 22 и определения двухупорного унарного двугранного угла вытекает такой факт.  

Лемма 81 Пусть D; A – эталонная модель, а V; A – её симметризация. Порож-

дающий набор любого двухупорного унарного двугранного угла модели D; A состоит из 
опорных н-граней рундиста веретена V. ■ 

Сопоставляя указанные на рис. 33 возможные значения параметров веретён круг-

лобриллиантов с леммами 76, 67 и 68, получаем следующее утверждение о столешницах 

двухупорных унарных двугранных углов эталонных моделей. 

Лемма 82. Пусть D; A – эталонная модель, а V; A – её симметризация. Столеш-

ница двухупорного унарного двугранного угла эталонной модели является опорной н-

гранью рундиста веретена V, тогда и только тогда, когда эта столешница является опорной 

н-гранью рундиста веретена V. ■ 

Договоримся о такой терминологии. 
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Определение 38. Пусть D; A – эталонная модель, V; A – её симметризация, а 

OXYZ – бриллиантовая система координат данной модели. Сечение рундиста веретена V 

плоскостью OXY назовём серединным сечением этого рундиста. ■ 

Объединяя леммы 82 и 81 с теоремой 18, получаем следующую теорему, на кото-

рой будет основано получение оценок срезаемости двухупорных унарных двугранных уг-

лов эталонных моделей. 

Теорема 29. Пусть D; A – эталонная модель, V; A – её симметризация, а {{; B


}; 

{; G


}} – порождающий набор двухупорного унарного двугранного угла  модели D; A. 

Предположим, что * – двугранный угол, порождающий набор которого состоит из опор-

ных н-граней {*; *B


} и {*; *G


} серединного сечения a рундиста веретена V, причём век-

торы *B


 и *G


 положительно коллинеарны векторам B


 и G


. Если столешница {*; *L


} 

угла * является опорной н-гранью сечения a, то глубина этой столешницы не превосхо-

дит срезаемости угла . ■ 

При применении этой теоремы будет использоваться такой факт, вытекающий из 

теоремы 26 и леммы 71.  

Лемма 83. Пусть D; W – эталонная модель, V; W  – её симметризация, а a – се-

рединное сечение рундиста веретена V. Предположим, что O – центр сечения a, а P,, – 

проекция на это сечение конца внешнего вектора , ,  


 модели D; A,  = 0, 1;  = 0, 1; 

 = 0;   ;  = 1. Если {,,; , ,G  


} – опорная н-грань сечения a, у которой вектор 

, ,G  


 положительно коллинеарен вектору , ,  


, то точка пересечения луча OP,, с гра-

ницей сечения a является той единственной точкой, в которой плоскость ,, касается 

данного сечения. ■ 

Напомним, что согласно лемме 34 двухупорные унарные двугранные углы тесной 

модели можно разделить на четыре класса (в зависимости от того, какое из четырёх усло-

вий, леммы, выполняется для порождающего набора угла). Это напоминание повышает 

наглядность формулировки приведённой ниже леммы 84, в которой рассматриваются дву-

гранные углы, обладающие таким свойством: векторы н-граней из порождающих наборов 

этих углов положительно коллинеарны векторам н-граней из порождающих наборов 

двухупорных двугранных углов эталонной модели. Обоснование леммы 84 вытекает из 

леммы 83 и теоремы 17. 

Лемма 84. Пусть D; W – эталонная модель, V; W  – её симметризация, a – сере-

динное сечение рундиста веретена V, а O – центр сечения a. Предположим, что P,, – 

проекция на сечение a конца внешнего вектора , ,  


 модели D; A, а u,, – прямая, ле-

жащая в плоскости сечения a и касающаяся этого сечения в точке, где луч OP,, пересе-

кается с границей данного сечения,  = 0, 1;  = 0, 1;  = 0;   ;  = 1. Рассмотрим 

двугранный угол , порождающий набор которого состоит из опорных н-граней {,; A


} и 
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{; B


} сечения a. Если {; L


} – столешница глубины 0 угла , а t – прямая, по которой 

плоскость  пересекается с плоскостью сечения a, то: (а) в случае, когда векторы A


 и B


 

положительно коллинеарны векторам ,0, 


 и 0, , 


, прямая t содержит точку пересече-

ния касательных u,0, и u0,,–, при этом t перпендикулярна медиане треугольника 

P,0,OP0,,–,  = 1; (б) в случае, когда векторы A


 и B


 положительно коллинеарны векто-

рам ,0, 


 и 0, , 


, прямая t содержит точку пересечения касательных u,0, и u0,–,–, при 

этом t перпендикулярна медиане треугольника P,0,OP0,–,–,  = 1; (в) в случае, когда 

векторы A


 и B


 положительно коллинеарны векторам 0, , 


 и ,0, 


, прямая t содер-

жит точку пересечения касательных u,0, и u–,0,–, при этом t перпендикулярна медиане 

треугольника P0,–,–OP–,0,,  = 1; (г) в случае, когда векторы A


 и B


 положительно кол-

линеарны векторам ,0, 


 и 0, , 


, прямая t содержит точку пересечения касательных  

u–,0,– и u0,,–, при этом t перпендикулярна медиане треугольника P–,0,OP0,,–,  = 1. ■ 

Используя данную лемму, установим следующий факт. 

Лемма 85. Если имеют место условия леммы 84, то (а) в случае, когда векторы A


 

и B


 положительно коллинеарны векторам ,0, 


 и 0, , 


, расстояние от прямой t до цен-

тра O сечения a больше или равно 1,3616,  = 1; (б) в случае, когда векторы A


 и B


 по-

ложительно коллинеарны векторам ,0, 


 и 0, , 


, расстояние от прямой t до центра O 

сечения a больше или равно 1,206,  = 1; (в) в случае, когда векторы A


 и B


 положитель-

но коллинеарны векторам 0, , 


 и ,0, 


, расстояние от прямой t до центра O сечения a 

больше или равно 1,206,  = 1; (г) в случае, когда векторы A


 и B


 положительно колли-

неарны векторам ,0, 


 и 0, , 


, расстояние от прямой t до центра O сечения a больше 

или равно 1,206,  = 1. 

Доказательство. Первое утверждение доказываемой леммы вытекает из первого 

утверждения леммы 84 и лемм 54, 65, 75. Второе утверждение доказываемой леммы выте-

кает из второго утверждения леммы 84 и лемм 55, 65, 75. Третье утверждение доказывае-

мой леммы вытекает из третьего утверждения леммы 84 и лемм 56, 65, 75. Четвёртое 

утверждение доказываемой леммы вытекает из четвёртого утверждения леммы 84 и лемм 

57, 65, 75. ■ 

Совместно с леммами 67, 76 и 75 данная лемма показывает, что имеет место такое 

утверждение. 

Лемма 86. Если в условиях леммы 84 столешница { *
 ; *L


} угла  является 

опорной н-гранью сечения a, то глубина этой столешницы больше или равна 0,2058. ■ 

Объединяя эту лемму с теоремой 29 получаем следующее свойство двухупорных 

унарных двугранных углов эталонных моделей. 
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Теорема 30. Пусть D; W – эталонная модель, а V; W – её симметризация. Если 

 – двухупорный унарный двугранный угол модели D; W, то срезаемость угла  больше 

или равна 0,2058. ■ 

 

* * * 

Приступим к изложению шестого шага блок-схемы, изображённой на рис. 34. Из 

теорем 28 и 30 вытекает следующее свойство эталонных моделей. 

Лемма 87. Пусть D; W – эталонная модель, а V; W – её симметризация. Если  – 

унарный двугранный угол модели D; W, то срезаемость угла  больше или равна 0,2. ■ 

Объединяя эту лемму с леммой 58, получаем такой факт. 

Лемма 88. Если D; W – эталонная модель, а  – унарный двугранный угол этой 

модели, то максиглубина угла  больше или равна 0,2. ■ 

Совместно с леммой 75 данная лемма даёт следующее утверждение. 

Лемма 89. Пусть D; W – эталонная модель,  – унарный двугранный угол этой 

модели, а f – гомотетия с коэффициентом q. Если к модели D; W применить гомотетию с 

коэффициентом a, то получим тесную модель, в которой радиус круглобриллианта D ра-

вен 21a q , где q – калибр этого круглобриллианта, а максиглубина угла  больше или 

равна 0,2a. ■ 

Обратим внимание также на такую лемму. 

Лемма 90. Пусть Q – октаэдрическая пара, * – унарный двугранный угол этой 

пары, а D; A – тесная модель. Если f – евклидово преобразование, параллельно вклады-

вающее октаэдрическую пару A в октаэдрическую пару Q, то: (а) в октаэдрической паре 

f(A) найдётся ровно один унарный двугранный угол , параллельно вложенный в двугран-

ный угол *; (б) у угла * имеется столешница {*; *L


}, представляющая собой опорную 

н-грань круглобриллианта f(D); (в) глубина столешницы {*; *L


} угла * больше или рав-

на максиглубины угла . 

Доказательство. Первое утверждение доказываемой леммы следует из определе-

ния параллельного вложения и первых дух утверждений леммы 7. Второе и третье утвер-

ждения данной леммы можно вывести исходя из леммы 69. ■ 

Напомним: основной целью настоящей работы является обоснование теоремы 10. 

Для удобства читателя напомним её формулировку.  

Теорема 10. Если круглобриллиант D является -оптимальным для внешнего кар-

каса -овализованного октаэдрического многогранника F,  > 0, то существует допустимое 

вложение D в этот внешний каркас, при котором D вложен в F, причём найти такое вло-

жение можно с помощью алгоритма, изложенного в [3].  

Доказательство. Для получения данной теоремы достаточно объединить теоремы 

4 и 24 с леммами 89 и 90. ■ 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Алмазы и бриллианты являются продуктами высочайшей удельной ценности. Це-

на 1 карата (0,2 г) высококачественного алмаза в 1000 раз выше цены 1 карата золота, а 

цена хорошего бриллианта массой в 1 карат превосходит ее уже в 5–8 тысяч раз. Есте-

ственно встала проблема эффективного использования алмазов. В первую очередь она 

возникла для производства круглых бриллиантов, доля которых в мировом производстве 

около 85% и для высококачественных (т.е. наиболее ценных) алмазов.  

Высококачественный алмаз имеет форму октаэдрического многогранника. Для 

таких алмазов вопросы, связанные с их эффективным использованием для получения 

круглых бриллиантов, были изучены в [3]. К сожалению, доля октаэдрических алмазов 

среди всех добываемых качественных ювелирных алмазов невелика (около 10%). В связи 

с этим возникла необходимость в методах, применимых к более широкому кругу алмазов. 

Естественно, первым делом встал вопрос о возможности расширении области применимо-

сти методов, предложенных в [3]. Положительный ответ на этот вопрос дан в настоящей 

работе. Было показано, что предложенные в [3] методы можно использовать для «овали-

зованных» октаэдрических алмазов, т.е. алмазов, которые можно получить из октаэдриче-

ских путём «скругления» (срезания или скалывания) вершин и тех рёбер, инцидентные 

которым грани, образуют острые двугранные углы. Величина «скругления» может быть 

достаточно большой – до 20% от радиуса максимального круглого бриллианта, который 

можно получить из исходного октаэдрического алмаза (т.е. из алмаза, рёбра которого не 

«скругляются»). Тем самым было показано, что построенные в [3] методы применимы к 

30% добываемых качественных ювелирных алмазов. 

Возникает также вопрос: можно ли перенести круг идей, предлагаемых в [3] на 

ещё более широкий класс ювелирных алмазов. Ответ на этот вопрос пока открыт, хотя 

есть соображения, говорящие о том, что расширение возможно. 
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